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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòûÀêòóàëüíîñòü ðàáîòûÊ ëèíåéíûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöè-åíòàìè ïðèâîäÿò ìíîãèå ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è, íàïðèìåð, �èçèêè è òåõíèêè.Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ëèøü âî÷åíü ðåäêèõ ñëó÷àÿõ. Ïîýòîìó ïðè èññëåäîâàíèè òàêîãî ðîäà çàäà÷ ïðèõî-äèòñÿ èñïîëüçîâàòü ëèáî êàêèå-òî ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà, ëè-áî ïðèáåãàòü ê ìåòîäàì ïðèáëèæåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Â äàííîì èññëåäî-âàíèè ðàçðàáàòûâàåòñÿ ìåòîäèêà, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷àòü àñèìïòîòè÷åñêèå�îðìóëû äëÿ ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõóðàâíåíèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = +∞.Ñðåäè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé îñîáîå ìåñòî çàíèìàþò àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû. Â îñíîâå ýòèõ ìåòî-äîâ ëåæèò èäåÿ î âîçìîæíîñòè ðàçëîæåíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ â �îðìàëüíûéðÿä ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òàêèå ðÿäû îáû÷íîÿâëÿþòñÿ ðàñõîäÿùèìèñÿ, ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîå îáðûâîì �îðìàëüíûõ ðÿäîâíà n�îì ÷ëåíå, îêàçûâàåòñÿ âåñüìà óäîâëåòâîðèòåëüíûì â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ-÷åòàõ. Îñíîâû àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ çàëîæèëè Æ. Ôóðüå, Æ. Ëèóâèëëü,Æ. Øòóðì. Áîëüøîé âêëàä â ðàçâèòèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðå-øåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áûë ñäåëàí À. Ïóàíêàðå. Äàëüíåéøå-ìó ðàçâèòèþ â ýòîé îáëàñòè ñïîñîáñòâîâàëè ðàáîòû Â.À. Ñòåêëîâà, �. Áèðê-ãî�à, Ë. Øëåçèíãåðà, Â.È. Òðæèöèíñêîãî è äð. Ñóùåñòâåííûå ðåçóëüòàòûïîëó÷èëè òàêèå èññëåäîâàòåëè, êàê Â. Âàçîâ è Ë. ×åçàðè. Ñðåäè äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé, äîâîëüíî ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå, ñëåäóåòîòìåòèòü óðàâíåíèÿ ñ ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ êîý��èöèåíòàìè, ê êîòîðûì,â ÷àñòíîñòè, îòíîñÿòñÿ óðàâíåíèÿ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàðøèõ ïðîèç-âîäíûõ (ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå óðàâíåíèÿ). Â ýòîì íàïðàâëåíèè óêàæåìíà ðàáîòû Ñ.Ô. Ôåùåíêî è Í.È. Øêèëÿ. Ïîäîáíûì óðàâíåíèÿì ïîñâÿùåíûìíîãèå ðàáîòû À.Í. Òèõîíîâà è À.Á. Âàñèëüåâîé, à òàêæå èõ ó÷åíèêîâ.Îñîáóþ ðîëü â ðàçâèòèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðèåìîâ ñûãðàëè ðàáîòûÍ.Ì. Êðûëîâà è Í.Í. Áîãîëþáîâà. Â ÷àñòíîñòè, èìè áûëè ðàçðàáîòàíû ìå-òîäû äëÿ ïðèáëèæåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ
d2x

dt2
+ ω2x = εf

(

x,
dx

dt
, ε, t

)

,ãäå 0 < ε ≪ 1. Ïðèáëèæåííûå �îðìóëû, ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ ìåòî-äèêè Êðûëîâà-Áîãîëþáîâà, íå ñîäåðæàò òàê íàçûâàåìûõ ñåêóëÿðíûõ ÷ëå-íîâ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî óäàåòñÿ ïðîâåñòè èññëåäîâàíèå êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåñ-ñà íà àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøîì îòðåçêå âðåìåíè t. Îñíîâûâàÿñü íà ðàáîòàõÍ.Ì. Êðûëîâà è Í.Í. Áîãîëþáîâà, È.Ç. Øòîêàëî ðàçðàáîòàë ìåòîä, ïîçâî-ëÿþùèé èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé3



ñ áëèçêèìè ê ïîñòîÿííûì ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè. �.È. Áè-ðþê ðàñïðîñòðàíèëà ðåçóëüòàòû È.Ç. Øòîêàëî íà ñëó÷àé íåëèíåéíûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Äðóãîå íàïðàâëåíèå â ðàçâèòèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ áûëî ñâÿçàíî ñâîçìîæíîñòüþ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ �îðìóë äëÿ ðåøåíèé íåêîòîðîãîêëàññà ëèíåéíûõ ñèñòåì â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = +∞. Îñíîâîïîëàãàþùèåðàáîòû çäåñü ïðèíàäëåæàò Í. Ëåâèíñîíó. Îí ïîêàçàë, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî �óíêöèé λi(t) (i = 1, . . . , m) (óñëîâèÿ äèõîòî-ìèè), �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà X(t) ñèñòåìû
dx

dt
=

(

Λ(t) + R(t)
)

x, (1)ãäå Λ(t) = diag
(

λ1(t), . . . , λm(t)
) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à R(t) ∈ L1[t0,∞),äîïóñêàåò ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðè t → +∞ :

X(t) =
(

I + o(1)
)

exp
{

t
∫

t∗

Λ(s)ds
}

.Ñèñòåìû òèïà (1), ñëåäóÿ È.Ì. �àïîïîðòó, íàçûâàþò L�äèàãîíàëüíûìè. �å-çóëüòàòû Ëåâèíñîíà áûëè ñðàçó æå èñïîëüçîâàíû È.Ì. �àïîïîðòîì â ñïåê-òðàëüíîé òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. �àïîïîðò ââåëòàêæå íåêîòîðûå ïîäñòàíîâêè, ïðèâîäÿùèå îòäåëüíûå òèïû óðàâíåíèé ê âè-äó (1). Èäåÿ ìåòîäà ïðèâåäåíèÿ ê L�äèàãîíàëüíîé �îðìå â îòäåëüíûõ ñëó-÷àÿõ ïðèìåíÿëàñü óæå Î. Ïåððîíîì è Ë. ×åçàðè. Ì.À. Íàéìàðê ïðèìåíèëòåîðåìû îá àñèìïòîòèêå ðåøåíèé ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿèññëåäîâàíèÿ èíäåêñà äå�åêòà ñèììåòðè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-ðîâ íà ïîëóîñè. Áîëåå îáùèå ðåçóëüòàòû ýòîãî òèïà áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõÌ.Â. Ôåäîðþêà è À. Äåâèíàöà.Âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ �óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû X(t) ñèñòåìû
dx

dt
= A(t)x, (2)â âèäå

X(t) = P (t)
(

I + o(1)
)

exp
{

t
∫

t∗

Λ(s)ds
}

, t → +∞ñòàëà îñíîâíîé òåìàòèêîé öåëîãî ðÿäà ñòàòåé Â.A. Õàððèñà è Ä.À. Ëàòñà.Çàäà÷à çäåñü çàêëþ÷àëàñü â ïîñòðîåíèè ìàòðèöû P (t) òàêîé, ÷òî çàìåíà
x = P (t)y ïðèâîäèëà áû ñèñòåìó (2) ê âèäó (1). Ñóùåñòâåííàÿ ðîëü çäåñüîòâîäèòñÿ òàê íàçûâàåìîìó Q�ïðåîáðàçîâàíèþ

x =
(

I + Q(t)
)

y,4



ãäå Q(t) = o(1) ïðè t → ∞ è diag Q(t) ≡ 0. Òàêàÿ çàìåíà â íåêîòîðûõ ñëó-÷àÿõ ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü èñõîäíóþ ñèñòåìó â òîì ñìûñëå, ÷òî ê ïðåîáðàçî-âàííîé ñèñòåìå óæå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà òåîðåìà Ëåâèíñîíà. Â.À. Õàððèñè Ä.À. Ëàòñ ðàññìîòðåëè ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè, â êîòîðûõ óäàåòñÿ ïîäõîäÿ-ùèì îáðàçîì âûáðàòü ìàòðèöó Q(t). Ìåòîä, ðàçâèòûé Õàððèñîì è Ëàòñîì,â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàëñÿ ìíîãèìè àâòîðàìè äëÿ èññëåäîâàíèè çàäà÷è îáàñèìïòîòè÷åñêîì èíòåãðèðîâàíèè ëèíåéíûõ ñèñòåì ÎÄÓ.Îñîáåííóþ ñëîæíîñòü ïðîöåññ ïðèâåäåíèÿ ê L�äèàãîíàëüíîé �îðìå ïðè-îáðåòàåò â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èñõîäíàÿ ñèñòåìà ñîäåðæèò îñöèëëèðóþùèåâåëè÷èíû. Â ýòîì îòíîøåíèè îñîáåííîå çíà÷åíèå èìååò êëàññ ñèñòåì ñ êîëå-áàòåëüíî óáûâàþùèìè êîý��èöèåíòàìè. Ê òàêîãî ðîäà ñèñòåìàì ïðèâîäèòäîñòàòî÷íî øèðîêèé êðóã ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Íåêîòîðûå âîçìîæíûå ïîäõî-äû ê èçó÷åíèþ ñèñòåì ñ êîëåáàòåëüíî óáûâàþùèìè êîý��èöèåíòàìè áûëèïðåäëîæåíû Þ.À. Ñàìîõèíûì è Â.Í. Ôîìèíûì, à òàêæå Äæ. Ñ. Êàññåëåì.Â ðàáîòàõ È.Ç. Øòîêàëî èçó÷àëñÿ âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿñëåäóþùåé ëèíåéíîé ñèñòåìû:
dx

dt
=

(

A0 +
k

∑

l=1

εlAl(t) + εk+1F (t, ε)
)

x, (3)ãäå 0 < ε ≪ 1, A0 � ïîñòîÿííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, âñå ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ êîòîðîé âåùåñòâåííû; Al(t), (l = 1, . . . , k) � êâàäðàòíûå ìàòðè-öû, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû; F (t, ε) �ìàòðèöà, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè, ïî÷òè ïåðèîäè÷íûå ïî tðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ε ∈ [0, ε0] è íåïðåðûâíûå ïî ε â èíòåðâàëå [0, ε0]ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t ∈ R. Îñíîâûâàÿñü íà ðàáîòàõ Í.Í. Áîãîëþáîâà,È.Ç. Øòîêàëî ïîñòðîèë çàìåíó, ïåðåâîäÿùóþ ñèñòåìó (3) â ñèñòåìó, êîòîðàÿâ ãëàâíîé ÷àñòè íå ñîäåðæèò îñöèëëèðóþùèõ êîý��èöèåíòîâ. Âïåðâûå íàâîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ çàìåí òèïà òåõ, êîòîðûå èñïîëüçîâàë È.Ç. Øòî-êàëî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì, ïðèìåíèòåëüíî ê ñè-ñòåìàì ñ êîëåáàòåëüíî óáûâàþùèìè êîý��èöèåíòàìè óêàçàëè Â.Ø. Áóðä èÂ.À. Êàðàêóëèí. Ïðåäëîæåííûé èìè ïîäõîä ïîçâîëèë äîâîëüíî ïðîñòûì ïó-òåì ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû, íàïðèìåð, äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
d2y

dt2
+

(

1 +
1

tα
sin λt

)

y = 0,ãäå λ, α � âåùåñòâåííûå ÷èñëà è 0 < α ≤ 1. Â ìåòîäèêå, ïðåäëîæåííîéÂ.Ø. Áóðäîì è Â.À. Êàðàêóëèíûì, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèøüîäíà óáûâàþùàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, ò.å. �óíêöèÿ ε(t) → 0 ïðè t → +∞, èãðàþ-ùàÿ ðîëü ìàëîãî ïàðàìåòðà ε â ìåòîäå Øòîêàëî. Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿâ ýòîé îáëàñòè ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñêîëåáàòåëüíî óáûâàþùèìè êîý��èöèåíòàìè òàêàÿ ñèòóàöèÿ, â îáùåì-òî, íå5



ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü, íàïðèìåð, ñèñòåìó
dx

dt
=

(

A0 + B(t)V (t) + R(t)
)

x,ãäå A0 � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m × m, ýëåìåíòàìè ìàòðèöû B(t)ðàçìåðà m×p ÿâëÿþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû, ìàòðèöà R(t) ðàç-ìåðà m × m ïðèíàäëåæèò êëàññó L1[t0,∞), à ìàòðèöà V (t) ðàçìåðà p × mñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè t → +∞. Íàïîìíèì, ÷òî f(t) ∈ L1[t0,∞), åñëè
∞

∫

t0

|f(s)|ds < ∞.Â ñëó÷àå æå, êîãäà R(t) � ìàòðèöà ïðîèçâîëüíûõ ðàçìåðîâ, òî çàïèñü
R(t) ∈ L1[t0,∞) îçíà÷àåò, ÷òî f(t) = ‖R(t)‖ ∈ L1[t0,∞), ãäå ‖ · ‖ � íåêî-òîðàÿ ìàòðè÷íàÿ íîðìà.Â ýòîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí îáùèé âèä óñðåäíÿþùåãî ïðå-îáðàçîâàíèÿ äëÿ óïðîùåíèÿ ñèñòåì ñ êîëåáàòåëüíî óáûâàþùèìè êîý��èöè-åíòàìè. Ý��åêòèâíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîäåìîíñòðèðî-âàíà íà ïðèìåðå çàäà÷è àñèìïòîòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè.Èñòîðè÷åñêè ñëîæèëîñü òàê, ÷òî ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿì óäåëÿëîñü çíà-÷èòåëüíî ìåíüøå âíèìàíèÿ, íåæåëè äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Â ïî-ñëåäíåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ ïîÿâëåíèåì öåëîãî ðÿäà çàäà÷, â êîòîðûõ äèñêðåòíûåñèñòåìû îêàçûâàþòñÿ áîëåå àäåêâàòíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè, ñèòó-àöèÿ ñòàëà ìåíÿòüñÿ. Êàê îêàçûâàåòñÿ, ìíîãèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìîãóò áûòü ñ íåáîëüøèìè èçìåíåíèÿìè ïåðå-íåñåíû è íà ðàçíîñòíûé ñëó÷àé. Íî äàæå òîãäà, êîãäà ýòî äåéñòâèòåëüíî áûëîâîçìîæíî, ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ âî ìíîãèõ àñïåêòàõ âñå ðàâíî îêàçûâàëèñüáîëåå ñëîæíûì îáúåêòîì äëÿ èçó÷åíèÿ. Àñèìïòîòè÷åñêèå ïðèåìû èññëåäî-âàíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿìè ñòàëè èñïîëüçîâàòüñÿ óæåâ êîíöå XIX � íà÷àëå XX âåêà â ðàáîòàõ À. Ïóàíêàðå è Î. Ïåððîíà. Çàòåìäîâîëüíî ïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ â ýòîé îáëàñòè íàáëþäàëîñü çàòèøüå, ïîêàñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è íå ïðèâëåêëè âíèìàíèÿ öåëîãî ðÿäà ó÷åíûõ. Çäåñüñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòû Ì.À. Åâãðà�îâà, À.Î. �åëü�îíäà è È.Ì. Êóáåí-ñêîé, Êî��ìàíà è äð. Ïîïûòêè ñ�îðìóëèðîâàòü ðàçíîñòíûé àíàëîã òåîðå-ìû Ëåâèíñîíà âîñõîäÿò ê ðàáîòàì È.Ì. �àïîïîðòà. Åãî èäåè ïîëó÷èëè ñâîåïðîäîëæåíèå â ðàáîòàõ Ï.È. Êîâàëÿ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðàçíîñòíûé àíàëîãòåîðåìû Ëåâèíñîíà, â ñóùíîñòè, áûë ïîëó÷åí óæå �àïîïîðòîì, åãî ðåçóëüòà-òû áûëè íåèçâåñòíû íå òîëüêî çàïàäíûì ó÷åíûì, íî è â ñîâåòñêèõ íàó÷íûõêðóãàõ î íèõ ìàëî êòî çíàë. È, êàê ýòî íåðåäêî ñëó÷àåòñÿ â ìàòåìàòèêå,ïîõîæèå ðåçóëüòàòû áûëè çàíîâî ïîëó÷åíû (ïðàâäà, ñ èñïîëüçîâàíèåì óæåäðóãèõ ðàññóæäåíèé) ëèøü ÷åðåç òðè äåñÿòèëåòèÿ. Áåíçàèä è Ëàòñ, îñíîâû-6



âàÿñü íà ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ Â.À. Êîïïåëåì äëÿ ëèíåéíûõ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé, ñ�îðìóëèðîâàëè äèñêðåòíûé àíàëîã òåîðåìû Ëåâèíñîíà.Åñòåñòâåííî, ÷òî äëÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âîçíèêàåò òà æå çàäà÷à, ÷òî èäëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ. C ïîìîùüþ êàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé è êàêèå ñèñòåìûìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê òîìó âèäó, êîòîðûé áû ïîçâîëèë âîñïîëüçîâàòü-ñÿ äèñêðåòíûì âàðèàíòîì òåîðåìû Ëåâèíñîíà? Íàèáîëåå î÷åâèäíîå ðåøåíèåýòîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîïûòàòüñÿ ðàñïðîñòðàíèòü ñîîòâåòñòâóþ-ùèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, è íà ñëó÷àéðàçíîñòíûõ. Êàê îêàçûâàåòñÿ, äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèé äîâîëü-íî øèðîêîãî êëàññà ëèíåéíûõ ñèñòåì ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé öåëåñîîáðàçíîèñïîëüçîâàòü èäåè ìåòîäà óñðåäíåíèÿ.Öåëü ðàáîòûÎñíîâíîé öåëüþ äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå èäåéìåòîäà óñðåäíåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèéëèíåéíûõ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ êîëåáàòåëü-íî óáûâàþùèìè êîý��èöèåíòàìè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåòîäèêà ïðèìåíÿåòñÿäëÿ èçó÷åíèÿ êîíêðåòíûõ ìîäåëåé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ.Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿÂ îñíîâå èññëåäîâàíèÿ ëåæàò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Í.Í. Áîãîëþáîâûìè È.Ç. Øòîêàëî â îáëàñòè ìåòîäîâ óñðåäíåíèÿ è ðàçâèòûå â äàëüíåéøåìÂ.Ø. Áóðäîì è Â.À. Êàðàêóëèíûì1 ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å àñèìïòîòè÷åñêî-ãî èíòåãðèðîâàíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ êîëåáà-òåëüíî óáûâàþùèìè êîý��èöèåíòàìè. Êðîìå òîãî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòî-òèêè èñïîëüçóåòñÿ �óíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò Í. Ëåâèíñîíà2, à òàêæå åãîïîñëåäóþùèå àíàëîãè3 è îáîáùåíèÿ4.Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòûÂ äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí îáùèé âèä óñðåäíÿþùåãîïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ óïðîùåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ è ðàç-íîñòíûõ óðàâíåíèé ñ êîëåáàòåëüíî óáûâàþùèìè êîý��èöèåíòàìè. Ý��åê-òèâíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà ïðèìåðåçàäà÷è ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëü-íûõ è ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè.1Áóðä Â.Ø., Êàðàêóëèí Â.À. Àñèìïòîòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé ñ êîëåáàòåëüíî óáûâàþùèìè êîý��èöèåíòàìè // Ìàòåì. çàìåòêè. 1998. Ò. 64. �5. C. 658�666.2Levinson N. The asymptoti nature of the solutions of linear systems of di�erential equations // Duke Math.J. 1948. V. 15. P. 111 � 126.3Benzaid Z., Lutz D.A. Asymptoti representation of solutions of perturbed systems of linear di�ereneequations // Studies in Appl. Math. 1987. V. 77. P. 195 � 221.4Coppel W.A. Dihotomies in Stability Theory. Springer-Verlag, New York, 1978.7



Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó1. Ïðåäëîæåí îáùèé âèä óñðåäíÿþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ óïðîùåíèÿñèñòåì ñ êîëåáàòåëüíî óáûâàþùèìè êîý��èöèåíòàìè.2. Èññëåäîâàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé íåêîòîðûõ óðàâíåíèéèç êëàññà àäèàáàòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ.3. Ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèé îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðàñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèì ïîòåíöèàëîì ñïåöèàëüíîãî âèäà ïðè íóëåâîéýíåðãèè.4. Èçó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû äâóõ ëèíåéíûõîñöèëëÿòîðîâ ñ ìåäëåííî óáûâàþùåé ñâÿçüþ ïðè t → +∞.5. �åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïåðåíåñå-íû íà ðàçíîñòíûé ñëó÷àé. Äèñêðåòíûé âàðèàíò ìåòîäèêè óñðåäíåíèÿïðîèëëþñòðèðîâàí íà ïðèìåðå ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèé íåêî-òîðûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû�àáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòüèñïîëüçîâàíû äëÿ àíàëèçà êîíêðåòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, êàê ñ íåïðå-ðûâíûì òàê è ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Äîñòîèíñòâîì èçëîæåííîé ìåòîäèêèÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñ ïîìîùüþ íåå óäàåòñÿ ïîëó÷àòü êàê ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåí-íîãî, òàê è êîëè÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà áîëåå ïðîñòûì îáðàçîì è ïðîèçâîäÿìåíüøèé îáúåì âû÷èñëåíèé, íåæåëè ïðè èñïîëüçîâàíèè íåêîòîðûõ àëüòåð-íàòèâíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðèåìîâ.Àïðîáàöèÿ ðàáîòûÎñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõêîí�åðåíöèÿõ:1. XXVII Êîí�åðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �à-êóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â. Ëî-ìîíîñîâà, Ìîñêâà, 2005;2. XXVIII Êîí�åðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �à-êóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â. Ëî-ìîíîñîâà, Ìîñêâà, 2006 (Â ðàìêàõ îáùåóíèâåðñèòåòñêîé êîí�åðåíöèèìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ-2006¿.);3. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Òèõîíîâ è ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà¿,Ìîñêâà, Ì�Ó, 2006; 8



4. VIII Êðûìñêàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ¾Ìåòîä �óíê-öèé Ëÿïóíîâà è åãî ïðèëîæåíèÿ¿ (ÌÔË-2006), Êðûì, Àëóøòà, 2006.Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ðÿäå ñåìèíàðîâêà�åäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ßðîñëàâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíè-âåðñèòåòà èì. Ï.�. Äåìèäîâà, à òàêæå îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðå ¾Ìîäåëèðî-âàíèå è èññëåäîâàíèå íåéðîííûõ ñåòåé¿ êà�åäðû êîìïüþòåðíûõ ñåòåé ßðî-ñëàâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ï.�. Äåìèäîâà.ÏóáëèêàöèèÏî òåìå äèññåðòàöèè àâòîðîì îïóáëèêîâàíî 9 ðàáîò: 7 ñòàòåé è 2 òåçè-ñîâ äîêëàäîâ. Èç ðàáîò, âûïîëíåííûõ ñîâìåñòíî, â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíûðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àâòîðîì.Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèèÄèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ èñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 71 íàèìåíîâàíèå. Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò 2ðèñóíêà è îäíî ïðèëîæåíèå, â êîòîðîì èçëàãàþòñÿ ýëåìåíòû ìåòîäà óñðåä-íåíèÿ äëÿ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, çàäàííûõ íà âðåìåííûõ øêàëàõ. Îáùèéîáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 116 ñòðàíèö.
Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòûÂî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü ïðîâîäèìîãî èññëåäîâàíèÿ,ïðèâîäÿòñÿ åãî öåëè è çàäà÷è. Êðîìå òîãî, â íåì ñîäåðæèòñÿ îáçîð ëèòå-ðàòóðû, ñâÿçàííîé ñ òåìàòèêîé äèññåðòàöèè, à òàêæå ïðèâîäèòñÿ ñòðóêòóðàðàáîòû.Ïåðâàÿ ãëàâà íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Â ðàçäåëå 1.1 èçëàãàåòñÿîäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè àñèìïòîòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé � òåîðåìà Ëåâèíñîíà.�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

dx

dt
=

(

Λ(t) + R(t)
)

x, (4)ãäå x(t) � êîìïëåêñíîçíà÷íûé âåêòîð ðàçìåðíîñòè m, Λ(t) = diag
(

λ1(t), . . . ,

λm(t)
) � íåïðåðûâíàÿ1äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à R(t) ∈ L1[t0,∞). Ìû ïîòðå-áóåì òàêæå, ÷òîáû äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Λ(t) áûëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå1Äîñòàòî÷íî, âïðî÷åì, ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíòû λi(t), i = 1, . . . , m ìàòðèöû Λ(t) ñóììèðóåìû â êàæäîìêîíå÷íîì èíòåðâàëå [t0, t1], t1 > t0. 9



óñëîâèÿ, èçâåñòíûå êàê óñëîâèÿ äèõîòîìèè: ïóñòü äëÿ êàæäîé ïàðû èíäåêñîâ
(i, j), i 6= j èìååò ìåñòî ëèáî

t
∫

t0

Re
(

λi(s) − λj(s)
)

ds → −∞, t → +∞ (5)è
t2

∫

t1

Re
(

λi(s) − λj(s)
)

ds ≤ K1 äëÿ t0 ≤ t1 ≤ t2, (6)ëèáî
t2

∫

t1

Re
(

λi(s) − λj(s)
)

ds ≥ K2 äëÿ t0 ≤ t1 ≤ t2, (7)ãäå K1, K2 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (5)-(7) ïîïðîñòóîçíà÷àþò, ÷òî äëÿ ñèñòåì âèäà
ẏ =

(

Λ(t) − λk(t)I
)

y, k = 1, . . . , m,èìååò ìåñòî òàê íàçûâàåìàÿ îáûêíîâåííàÿ äèõîòîìèÿ ðåøåíèé.Òåîðåìà 1 (Ëåâèíñîí). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ äèõîòîìèè (5)-(7). Òî-ãäà �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà X(t) L�äèàãîíàëüíîé ñèñòåìû (4) äîïóñêà-åò ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðè t → +∞ :

X(t) =
(

I + o(1)
)

exp
{

t
∫

t∗

Λ(s)ds
}

, t∗ ≥ t0. (8)
Îòìåòèì ñëåäóþùåå óñëîâèå, âëåêóùåå âûïîëíåíèå óñëîâèé äèõîòîìèè(5)-(7), êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ âûïîëíåííûì âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà-÷àõ: äëÿ ëþáîé ïàðû �óíêöèé (λi(t), λj(t)) ìîæíî óêàçàòü òàêèå �óíêöèè

f(t) ≥ 0, t ≥ t0 èëè f(t) ≤ 0, t ≥ t0 è g(t) ∈ L1[t0,∞), ÷òî
Re

(

λi(t) − λj(t)
)

= f(t) + g(t). (9)�àçäåë 1.2 ïîñâÿùåí êðàòêîìó çíàêîìñòâó ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìèÊîïïåëåì, êîòîðûå âïîñëåäñòâèè áûëè èñïîëüçîâàíû Áåíçàèäîì è Ëàòñîìäëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíîãî àíàëîãà òåîðåìû Ëåâèíñîíà. Îñíîâíîé ðåçóëüòàòýòîãî ðàçäåëà ñ�îðìóëèðîâàí â âèäå òåîðåìû. �àññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìóñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè:
dx

dt
= A(t)x. (10)10



Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöà A(t) ðàçìåðà m × m íåïðåðûâíà íàìíîæåñòâå R+. Ïóñòü íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (10) ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîäíîðîäíàÿâîçìóùåííàÿ ñèñòåìà
dy

dt
=

(

A(t) + R(t)
)

y + f(t), (11)ãäå R(t) � íåïðåðûâíàÿ ìàòðèöà, à f(t) � íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ, è,êðîìå òîãî, ìàòðèöà R(t) è �óíêöèÿ |f(t)| ïðèíàäëåæàò êëàññó L1[0,∞).ÑïðàâåäëèâàÒåîðåìà 2 (Coppel). Ïóñòü ñèñòåìà (10) îáëàäàåò îáûêíîâåííîé äèõîòî-ìèåé íà R+. Òîãäà ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-äó îãðàíè÷åííûìè ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (10) è îãðàíè÷åííûìè ðåøåíèÿìèíåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (11). Ïðè ýòîì ðàçíîñòü ìåæäó ðåøåíèÿìè, ïåðå-õîäÿùèìè äðóã â äðóãà ïðè òàêîì îòîáðàæåíèè, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
t → +∞.Èç òåîðåìû 2 ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè ñèñòåìà (10)îáëàäàåò îáûêíîâåííîé äèõîòîìèåé íà R+, òîãäà âîçìóùåííàÿ îäíîðîäíàÿñèñòåìà (11) (f(t) ≡ 0) òàêæå îáëàäàåò îáûêíîâåííîé äèõîòîìèåé íà R+.Òàêèì îáðàçîì, îáûêíîâåííàÿ äèõîòîìèÿ íà ïîëóîñè R+ ÿâëÿåòñÿ ãðóáîé ïîîòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì êëàññà L1[0,∞). Â êîíöå ýòîãî ðàçäåëà ïîêàçû-âàåòñÿ, ÷òî òåîðåìà Ëåâèíñîíà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2.Â ðàçäåëå 1.3 ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå ñïîñîáû ïðèâåäå-íèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ê L�äèàãîíàëüíîìó âè-äó. �àññìîòðèì ñèñòåìó

dx

dt
=

(

A0 + V (t) + R(t)
)

x, (12)ãäå A0 � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ñ ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, ìàò-ðèöà V (t) ñòðåìèòñÿ ê íóëåâîé ìàòðèöå ïðè t → ∞, à ìàòðèöû V̇ (t) è
R(t) ïðèíàäëåæàò êëàññó L1[t0,∞). Ïóñòü Λ(t) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà,íà äèàãîíàëè êîòîðîé íàõîäÿòñÿ ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1(t), . . . , λm(t) ìàòðèöû
A0 + V (t). Èìååò ìåñòî òàê íàçûâàåìàÿ ëåììà î äèàãîíàëèçàöèè ïåðåìåííîéìàòðèöû1:Ëåììà 1. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííàÿ ìàòðèöà
C(t), èìåþùàÿ îãðàíè÷åííóþ îáðàòíóþ C−1(t) è ïðîèçâîäíóþ
Ċ(t) ∈ L1[t0,∞), òàêàÿ, ÷òî çàìåíà x = C(t)y ïðèâîäèò ñèñòåìó (12) ê
L�äèàãîíàëüíîìó âèäó

dy

dt
=

(

Λ(t) + R1(t)
)

y, (13)ãäå R1(t) = C−1(t)R(t)C(t)− C−1(t)Ċ(t) ïðèíàäëåæèò êëàññó L1[t0,∞).1Äåìèäîâè÷ Á.Ï. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè. Ì.: Íàóêà, 1967.11



Â ýòîì ðàçäåëå òàêæå êîðîòêî ðàññêàçûâàåòñÿ î ðàáîòàõ Õàððèñà è Ëàò-ñà, ïîñâÿùåííûõ ïðèâåäåíèþ ëèíåéíûõ ñèñòåì ê L-äèàãîíàëüíîìó âèäó ñïîìîùüþ Q-ïðåîáðàçîâàíèÿ, ò.å. çàìåíû âèäà
x =

(

I + Q(t)
)

y, (14)ãäå Q(t) = o(1) ïðè t → ∞ è diag Q(t) ≡ 0.Íàêîíåö, ðàçäåë 1.4 ïîñâÿùåí îöåíêå ÷ëåíà o(1) â àñèìïòîòè÷åñêèõ �îð-ìóëàõ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ëåâèíñîíà. Ñïðàâåäëèâà2Òåîðåìà 3. Ïóñòü ìàòðèöà Λ(t) íåïðåðûâíà ïðè t ≥ t0, k ∈ {1, . . . , m}�èêñèðîâàíî, è äëÿ âñåõ 1 ≤ j ≤ m ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû K1 > 0, K2 > 0è α > 0 òàêèå, ÷òî èëè
exp

{

t2
∫

t1

Re
(

λj(s) − λk(s)
)

ds
}

≤ K1e
−α(t2−t1) ïðè t0 ≤ t1 ≤ t2, (15)èëè

exp
{

t2
∫

t1

Re
(

λj(s) − λk(s)
)

ds
}

≥ K2 ïðè t0 ≤ t1 ≤ t2. (16)Ïóñòü ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ R(t) ïîðÿäêà m × m íåïðåðûâíà ïðè t ≥ t0 èñóùåñòâóåò ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ
φ(t) ≥ ||R(t)||, φ(t) ∈ L1[t0,∞). (17)Áîëåå òîãî, åñëè íåðàâåíñòâî (15) âûïîëíåíî õîòÿ áû äëÿ îäíîãî j, ìû ïî-òðåáóåì, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà êîíñòàíòà β ∈ [0, α) òàêàÿ, ÷òî

φ(t1)e
βt1 ≤ φ(t2)e

βt2 äëÿ âñåõ t0 ≤ t1 ≤ t2. (18)Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå xk(t) ñèñòåìû (4), èìåþùåå ïðè t → +∞ ñëå-äóþùóþ àñèìïòîòèêó:
xk(t) =

[

ek + O
(

+∞
∫

t

φ(τ)dτ
)]

exp
{

t
∫

t∗

λk(s)ds
}

, t∗ ≥ t0. (19)Ñ�îðìóëèðîâàííûé ðåçóëüòàò èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè�óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ñèñòåìû
dx

dt
=

(

k
∑

j=0

t−αjAj + O
(

t−ϕ
)

)

x,2Bodine S., Lutz D.A. Asymptoti solutions and error estimates for linear systems of di�erene and di�er-ential equations // Journal of Mathematial Analysis and Appliations. 2004. V. 290. P. 343 � 362.12



ãäå {Aj} � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû, Ak 6= 0, 0 ≤ α0 < α1 < . . . < αk ≤ 1, ϕ > 1.Ìàòåðèàë, êîòîðûé èçëàãàåòñÿ â ýòîì ðàçäåëå, íåîáõîäèì äëÿ ïîíèìàíèÿ�îðìóë, ñ êîòîðûìè ìû âñòðå÷àåìñÿ â ãëàâàõ 3 è 4.Âî âòîðîé ãëàâå ðàçðàáàòûâàåòñÿ, ñîáñòâåííî, ìåòîäèêà óñðåäíåíèÿ äëÿóïðîùåíèÿ ñèñòåì ñ êîëåáàòåëüíî óáûâàþùèìè êîý��èöèåíòàìè. Â ðàçäåëå2.1 êîðîòêî ðàññêàçûâàåòñÿ î ìåòîäå óñðåäíåíèÿ Êðûëîâà-Áîãîëþáîâà, à òàê-æå èçëàãàåòñÿ ìåòîäØòîêàëî èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ áëèçêèìè ê ïîñòîÿííûì ïî÷òè ïåðèîäè÷å-ñêèìè êîý��èöèåíòàìè. È.Ç. Øòîêàëî çàíèìàëñÿ âîïðîñîì îá óñòîé÷èâîñòèíóëåâîãî ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ëèíåéíîé ñèñòåìû:
dx

dt
=

(

A0 +
k

∑

l=1

εlAl(t) + εk+1F (t, ε)
)

x, (20)ãäå 0 < ε ≪ 1, A0 � ïîñòîÿííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m, âñå ñîá-ñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé âåùåñòâåííû, Al(t), (l = 1, . . . , k) � êâàäðàòíûåìàòðèöû ïîðÿäêà m, ïðèíàäëåæàùèå êëàññó Σ. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ìàòðèöà
A(t) ∈ Σ, åñëè åå ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû.Åñëè æå, êðîìå òîãî, M[A(t)] = 0, ãäå

M
[

A(t)
]

:= lim
T→+∞

1

T

T
∫

0

A(s)ds,òî ìû ïèøåì, ÷òî A(t) ∈ Σ0. Äàëåå, F (t, ε) � ìàòðèöà, ýëåìåíòàìè êîòî-ðîé ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè, ïî÷òè ïåðèîäè÷íûå ïî t ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî
ε ∈ [0, ε0] è íåïðåðûâíûå ïî ε â èíòåðâàëå [0, ε0] ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî
t ∈ R. Îñíîâûâàÿñü íà ðàáîòàõ Í.Í. Áîãîëþáîâà, È.Ç. Øòîêàëî ïîñòðîèëçàìåíó, ïåðåâîäÿùóþ ñèñòåìó (20) â ñèñòåìó, êîòîðàÿ â ãëàâíîé ÷àñòè íå ñî-äåðæèò îñöèëëèðóþùèõ êîý��èöèåíòîâ. Èìåííî, èìååò ìåñòîÒåîðåìà 4. Ñèñòåìà (20) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñ ïîìîùüþ çàìåíû

x =
(

I +
k

∑

l=1

εlYl(t)
)

y, (21)ãäå Yl(t) ∈ Σ0, (l = 1, . . . , k), ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
dy

dt
=

(

A0 +
k

∑

l=1

εlAl + εk+1G(t, ε)
)

y, (22)ñ ïîñòîÿííûìè ìàòðèöàìè Al è ìàòðèöåé G(t, ε), îáëàäàþùåé òåìè æåñâîéñòâàìè, ÷òî è ìàòðèöà F (t, ε).13



Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, Øòîêàëî èíòåðåñîâàëñÿ âîïðîñîì îá óñòîé÷èâîñòèðåøåíèé ñèñòåìû (20), è â ýòîì ñìûñëå ñèñòåìà (22) ïðîùå èñõîäíîé ñèñòå-ìû. Êàê îêàçûâàåòñÿ, îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû (20) ìîæíî ñóäèòü,àíàëèçèðóÿ çíàêè ïåðâûõ íåíóëåâûõ êîý��èöèåíòîâ ó ðàçëîæåíèé â ðÿä ïîñòåïåíÿì ε äåòåðìèíàíòîâ �óðâèöà ìàòðèöû
A(ε) = A0 +

k
∑

l=1

εlAl.Â ðàçäåëå 2.2 �îðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîéãëàâû � òåîðåìà îá óñðåäíåíèè ëèíåéíûõ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé ñ êîëåáàòåëüíî óáûâàþùèìè êîý��èöèåíòàìè, êîòîðûå ìîãóò áûòüïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåì âèäå:
dx

dt
=

(

A0 +
n

∑

i=1

Ai(t)vi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

Ai1i2(t)vi1(t)vi2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Ai1... ik(t)vi1(t) · . . . · vik(t) + R(t)
)

x, x ∈ C
m. (23)Çäåñü A0, Ai1... il(t), R(t) � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàçìåðà m × m, v1(t), . . . ,

vn(t) � ñêàëÿðíûå �óíêöèè, à òàêæå
(1) A0 � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíè-ÿìè;
(2) v1(t) → 0, v2(t) → 0, . . . , vn(t) → 0 ïðè t → ∞;
(3) v̇1(t), v̇2(t), . . . , v̇n(t) ∈ L1[t0,∞);
(4) Ïðîèçâåäåíèå vi1(t)vi2(t) . . . vik+1

(t) ∈ L1[t0,∞) äëÿ ëþáîãî íàáîðà
1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ ik+1 ≤ n;

(5) Ìàòðèöû Ai1... il(t) ïðèíàäëåæàò êëàññó Σ;
(6) Ìàòðèöà R(t) ∈ L1[t0,∞).Òåîðåìà 5. Ñèñòåìà (23) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t çàìåíîé

x =
[

I +

n
∑

i=1

Yi(t)vi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

Yi1i2(t)vi1(t)vi2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Yi1... ik(t)vi1(t) · . . . · vik(t)
]

y, (24)ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à ìàòðèöû Yi1... il(t) ïðèíàäëåæàò êëàññó Σ0,ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
dy

dt
=

(

A0 +

n
∑

i=1

Aivi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

Ai1i2vi1(t)vi2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Ai1... ikvi1(t) · . . . · vik(t) + R1(t)
)

y, (25)14



ñ ïîñòîÿííûìè ìàòðèöàìè Ai1... il è ìàòðèöåé R1(t) ∈ L1[t0,∞).Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòðèö Yi1... il(t) ïîëó÷àåì ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå äè�-�åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
Ẏi1i2... il + Yi1i2... ilA0 − A0Yi1i2... il = F (i1... il)(t) − Ai1... il,ãäå F (i1... il)(t) ∈ Σ. Ìàòðèöû Ai1... il îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþñðåäíåãî çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ.Ìàòðèöû Ai è Aij íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöàìè ïåðâîãî è âòîðîãîïðèáëèæåíèé. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ai = M
[

Ai(t)
]

, i = 1, . . . , n.Äàëåå,
Aij = M

[

Aij(t) + Ai(t)Yj(t) + Aj(t)Yi(t)
]

, 1 ≤ i < j ≤ nè
Aii = M

[

Aii(t) + Ai(t)Yi(t)
]

, i = 1, . . . , n.Ìàòðèöû Yi(t), â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ ìàòðè÷íûõ óðàâ-íåíèé
dYi

dt
+ YiA0 − A0Yi = Ai(t) − Ai, i = 1, . . . , nñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì.Â ðàçäåëå 2.3 îáîñíîâûâàåòñÿ çàêîííîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû îá óñðåä-íåíèè â ñëó÷àå ïåðèîäè÷íîñòè îñöèëëèðóþùåé ñîñòàâëÿþùåé, ò.å. â òîì ñëó-÷àå, êîãäà ìàòðèöû Ai1... il(t) ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ñ îäíèì è òåì æåïåðèîäîì T > 0. Â ðàçäåëå 2.4 �îðìóëèðóþòñÿ íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ âñïî-ìîãàòåëüíîãî ïëàíà, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñ-ïîëüçîâàíèè ìåòîäèêè óñðåäíåíèÿ.Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé íåêîòî-ðûõ óðàâíåíèé èç êëàññà àäèàáàòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Îñíîâíàÿ çàäà÷àçäåñü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ñõîæèå ïî âèäó óðàâíåíèÿ (¾ñòðå-ìÿùèåñÿ¿ ïðè t → +∞ ê ãàðìîíè÷åñêîìó îñöèëëÿòîðó) äåìîíñòðèðóþò ñî-âåðøåííî ðàçëè÷íîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïðè t → +∞. Âðàçäåëå 3.1 ñòðîèòñÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèé ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîåïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïåðèîäè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-ëÿòîðà ñ èñ÷åçàþùåé íà áåñêîíå÷íîñòè àìïëèòóäîé:

ẍ +
(

1 + ξ(t)P (t)
)

x = 0. (26)Çäåñü äåéñòâèòåëüíàÿ �óíêöèÿ ξ(t) ≥ 0 òàêîâà, ÷òî ξ(t) → 0 ïðè t → +∞,
ξ(t) /∈ L1[t0,∞), à ξ̇(t) è ξ2(t) ïðèíàäëåæàò êëàññó L1[t0,∞). Äåéñòâèòåëüíàÿ15



�óíêöèÿ P (t) ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé. Â ðàçäåëå 3.2 èçó÷àåòñÿ ñëåäóþùååóðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà:
d2y

dt2
+

(

1 + a
sin ϕ(t)√

t

)

y = 0, (27)ãäå a � ïðîèçâîëüíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ è
ϕ(t) = t + αtβ, α 6= 0, 0 < β < 1.Â ðàçäåëå 3.3 ðå÷ü èäåò îá îäíîé çàäà÷å, âîçíèêàþùåé ïðè èññëåäîâàíèè÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå. Èìåííî, ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå (27), ãäåíà ñåé ðàç
ϕ(t) = t + α ln t, a, α ∈ R, a 6= 0. (28)Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (a, α) ìíîæåñòâî

−5a2

24
≤ α ≤ a2

24
, a 6= 0ÿâëÿåòñÿ çîíîé íåóñòîé÷èâîñòè (ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà) äëÿ óðàâíåíèÿ(27) ñ �óíêöèåé ϕ(t) âèäà (28). Â ðàçäåëå 3.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå ÷óòüáîëåå îáùåãî âèäà, íåæåëè óðàâíåíèå (27):

d2x

dt2
+

(

1 + a
sin ϕ(t)

tρ

)

x = 0, t ∈ R, ρ > 0, a ∈ R, a 6= 0, (29)ãäå �óíêöèÿ ϕ(t) èìååò òîò æå âèä, ÷òî è â óðàâíåíèÿõ èç �3.2 è �3.3. Âýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà îòíîñèòåëüíîïîâåäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé âèäà (29). Êàê îêàçûâàåòñÿ, â ïðîñòðàíñòâåïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ (29) ñóùåñòâóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ãèïåðïëîñêîñòü, êî-òîðàÿ ðàçäåëÿåò ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ íà äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà, â îäíîìèç êîòîðûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (29) óñòîé÷èâû, à â äðóãîì, ñîîòâåòñòâåííî,íåóñòîé÷èâû. Â òî÷êàõ ãèïåðïëîñêîñòè ìîæåò èìåòü ìåñòî êàê óñòîé÷èâîñòü,òàê è íåóñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé.Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ñ ïîìîùüþ ìåòîäèêè óñðåäíåíèÿ ñòðîèòñÿ àñèìïòî-òèêà ðåøåíèé îäíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, à òàêæå èññëåäóåòñÿ ïîâå-äåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû äâóõ îñöèëëÿòîðîâ ñ ìåäëåííî óáûâàþùåé ñâÿçüþ.Â ðàçäåëå 4.1 èçó÷àåòñÿ îäíîìåðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ áûñòðî îñ-öèëëèðóþùèì ïîòåíöèàëîì ïðè íóëåâîé ýíåðãèè:
−y′′ + q(x)y = 0, (30)ãäå

q(x) = xβP (x1+α) + cx−2.16



Çäåñü c � ïðîèçâîëüíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à äåéñòâèòåëüíûå ïàðà-ìåòðû α è β óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì:
β − α ≥ −1, 2α − β > 0. (31)Ýòà çàäà÷à èññëåäîâàëèñü â ðàáîòå À.�. Èòñà1 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îñöèë-ëèðóþùàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîòåíöèàëà, �óíêöèÿ P (x), ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ïå-ðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì. Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ,èñïîëüçîâàííûé Èòñîì, äîâîëüíî ñëîæåí è îñíîâûâàåòñÿ íà ïðåäñòàâëåíèèàñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëû ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Õèëëà, ñîäåðæà-ùèõ áîëüøîé ïàðàìåòð, è íà äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèè çàâèñèìîñòè ýòèõðåøåíèé îò ïàðàìåòðà. Èñïîëüçóåìûé íàìè ìåòîä ïîçâîëÿåò áîëåå ïðîñòîïîñòðîèòü àñèìïòîòèêó ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ è íóæäàåòñÿ â ìåíåå îãðà-íè÷èòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî �óíêöèè P (x).Â ðàçäåëå 4.2 èññëåäóåòñÿ ñèñòåìà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ïðåäñòàâ-ëÿþùàÿ ñîáîé ñèñòåìó äâóõ ëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ ìåäëåííî óáûâàþùåéñâÿçüþ:
ẍ1 + ω2

1x1 +
a sin ωt

tα
x2 = 0,

ẍ2 + ω2
2x2 +

b sinωt

tβ
x1 = 0.

(32)Çäåñü ω > 0, ω1 > 0, ω2 > 0, a è b � ïðîèçâîëüíûå (íåíóëåâûå) äåéñòâèòåëüíûåïàðàìåòðû, α > 0, β > 0. Óæå ïåðâîå è âòîðîå ïðèáëèæåíèÿ ïîçâîëÿþòîáíàðóæèòü äîâîëüíî áîãàòóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ êàðòèíó ïîâåäåíèÿ ðåøåíèéýòîé ñèñòåìû ïðè t → +∞.Â ïÿòîé ãëàâå ïðåäïðèíèìàåòñÿ ïîïûòêà ïîñòðîèòü ðàçíîñòíûé âàðèàíòìåòîäèêè óñðåäíåíèÿ. Â ðàçäåëå 5.1 ïðèâîäèòñÿ ðàçíîñòíûé àíàëîã òåîðåìûËåâèíñîíà. Ïóñòü f(t) : N → R (C), òîãäà ìû ïèøåì, ÷òî f(t) ∈ ℓ1, åñëè
∞

∑

k=1

|f(k)| < ∞.Åñëè æå R(t) � ìàòðèöà ïðîèçâîëüíûõ ðàçìåðîâ è t ∈ N, òî, ïî àíàëîãèèñ íåïðåðûâíûì ñëó÷àåì, çàïèñü R(t) ∈ ℓ1 îçíà÷àåò, ÷òî f(t) = ‖R(t)‖ ∈ ℓ1,ãäå ‖ · ‖ � íåêîòîðàÿ ìàòðè÷íàÿ íîðìà. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìóëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:
x(t + 1) =

(

Λ(t) + R(t)
)

x(t), (33)ãäå t ∈ N, Λ(t) = diag
(

λ1(t), . . . , λm(t)
) è λ−1

i (t)R(t) ∈ ℓ1 äëÿ âñåõ
i = 1, . . . , m. Ñèñòåìû âèäà (33) ïî àíàëîãèè ñ íåïðåðûâíûì ñëó÷àåì áó-1Èòñ À.�. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ðàäèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ îñöèëëèðóþ-ùèì ïîòåíöèàëîì ïðè íóëåâîé ýíåðãèè // Ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Ñá. ñòàòåé. ÈçäàòåëüñòâîËåíèíãðàäñêîãî óíèâåðñèòåòà. 1979. �9. Ñ. 30 � 41.17



äåì íàçûâàòü L�äèàãîíàëüíûìè. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðàçíîñòíûé àíàëîãòåîðåìû Ëåâèíñîíà1.Òåîðåìà 6. Ïóñòü(1)
λi(t) 6= 0, 1 ≤ i ≤ m, t ≥ t0,(2)
λ−1

i (t)R(t) ∈ ℓ1, 1 ≤ i ≤ m,(3) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ (óñëîâèÿ äèõîòîìèè): íàéäóòñÿ ïî-ëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû µ > 0 è K > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû èí-äåêñîâ (i, j), i 6= j èìååò ìåñòî èëè
t

∏

l=t0

∣

∣

∣

∣

λi(l)

λj(l)

∣

∣

∣

∣

→ +∞, t → +∞ è t2
∏

l=t1

∣

∣

∣

∣

λi(l)

λj(l)

∣

∣

∣

∣

≥ µ > 0, t0 ≤ t1 ≤ t2 (34)èëè
t2

∏

l=t1

∣

∣

∣

∣

λi(l)

λj(l)

∣

∣

∣

∣

≤ K, t0 ≤ t1 ≤ t2. (35)Òîãäà �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà X(t) ñèñòåìû (33) äîïóñêàåò ñëåäóþùååàñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðè t → +∞ :

X(t) =
[

I + o(1)
]

t−1
∏

l=t0

Λ(l). (36)
Çàìå÷àíèå 1. Åñëè |λi(t)| ≥ δ > 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , m, òî óñëîâèå (2)òåîðåìû 6 çàâåäîìî âûïîëíåíî, åñëè R(t) ∈ ℓ1.Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ, äîñòàòî÷íûå äëÿ äèõîòîìèè(34)� (35). Ïóñòü λi(t) → λi 6= 0 ïðè t → +∞, 1 ≤ i ≤ m èa) |λi| 6= |λj| äëÿ i 6= j. Òîãäà, åñëè |λi| > |λj|, òî èìååò ìåñòî (34), âïðîòèâíîì ñëó÷àå âûïîëíåíî (35).á) |λi| = |λj| äëÿ íåêîòîðîé ïàðû èíäåêñîâ (i, j), i 6= j. Ïîëîæèì

|λi(t)/λj(t)| = 1 + rij(t), ãäå rij(t) → 0, t → +∞. Òîãäà, êàê íåñëîæíî ïî-êàçàòü, åñëè rij(t) íå ìåíÿåò ñâîåãî çíàêà ïðè t ≥ t0, òî óñëîâèÿ äèõîòîìèèòàêæå îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè.Èòàê, êàê è â ñëó÷àå ñ äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, äëÿ òîãî, ÷òîáûïîñòðîèòü àñèìïòîòèêó ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, ìîæíî ïîïûòàòüñÿïðèâåñòè åå ê L�äèàãîíàëüíîìó âèäó è çàòåì (åñëè ýòî óäàåòñÿ) âîñïîëüçî-âàòüñÿ òåîðåìîé 6. Â ðàçäåëå 5.2 èçëàãàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçíîñòíûé âà-ðèàíò òåîðåìû îá óñðåäíåíèè. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëèíåéíàÿ1Benzaid Z., Lutz D.A. Asymptoti representation of solutions of perturbed systems of linear di�ereneequations // Studies in Appl. Math. 1987. V. 77. P. 195 � 221.18



ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ êîëåáàòåëüíî óáûâàþùèìè êîý��èöèåíòà-ìè:
x(t + 1) =

(

A0 +

n
∑

i=1

Ai(t)vi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

Ai1i2(t)vi1(t)vi2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Ai1... ik(t)vi1(t) · . . . · vik(t) + R(t)
)

x(t). (37)Çäåñü A0, Ai1... il(t), R(t) � êâàäðàòíûå ìàòðèöû, v1(t), . . . , vn(t) � ñêàëÿðíûå�óíêöèè, x(t) ∈ C
m è t ∈ N.Ïóñòü1. A0 � ïîñòîÿííàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè ñîáñòâåí-íûìè çíà÷åíèÿìè. Êðîìå òîãî, ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïåêòðû ìàòðèö A0 è

−A0 íå ïåðåñåêàþòñÿ.2. v1(t) → 0, v2(t) → 0, . . . , vn(t) → 0 ïðè t → ∞.3. ∆v1(t), ∆v2(t), . . . , ∆vn(t) ∈ ℓ1. (

∆v(t) := v(t + 1) − v(t)
)

.4. Ïðîèçâåäåíèå vi1(t)vi2(t) . . . vik+1
(t) ∈ ℓ1 äëÿ ëþáîãî íàáîðà

1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ ik+1 ≤ n.5. Ìàòðèöû Ai1... il(t) ïðèíàäëåæàò êëàññó Σ.6. Ìàòðèöà R(t) ∈ ℓ1.Òåîðåìà 7. Ñèñòåìà (37) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t çàìåíîé
x(t) =

[

I +
n

∑

i=1

Yi(t)vi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

Yi1i2(t)vi1(t)vi2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Yi1... ik(t)vi1(t) · . . . · vik(t)
]

y(t), (38)ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à ìàòðèöû Yi1... il(t) ïðèíàäëåæàò êëàññó Σ0,ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
y(t + 1) =

(

A0 +
n

∑

i=1

Aivi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

Ai1i2vi1(t)vi2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Ai1... ikvi1(t) · . . . · vik(t) + R1(t)
)

y(t), t ∈ N0, (39)ñ ïîñòîÿííûìè ìàòðèöàìè Ai1... il è ìàòðèöåé R1(t) ∈ ℓ1.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòðèö Yi1... il(t) ïîëó÷àåì ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå ðàç-íîñòíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
Yi1i2... il(t + 1)A0 − A0Yi1i2... il(t) = F (i1... il)(t) − Ai1... il,19



ãäå F (i1... il)(t) ∈ Σ. Ìàòðèöû Ai1... il îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþñðåäíåãî çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíå-íèÿ. Äëÿ ìàòðèö Ai1... il ïîëó÷àåì òî÷íî òàêèå æå �îðìóëû, êàê è â ñëó÷àå ñäè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî òåïåðü ñðåäíååçíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
A = M

[

A(t)
]

:= lim
t→∞

1

t

t−1
∑

k=0

A(k), t ∈ N.Â ðàçäåëå 5.3 ýòà ìåòîäèêà äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå ïîñòðîåíèÿ àñèìïòî-òèêè ðåøåíèé îäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ êîëåáàòåëüíîóáûâàþùèìè êîý��èöèåíòàìè:
x(n + 2) − 2x(n + 1) +

(

1 +
1

nα
p(n)

)

x(n) = 0, n = 1, 2, . . . . (40)Çäåñü ïàðàìåòð 0 < α ≤ 1, à äåéñòâèòåëüíàÿ �óíêöèÿ p(n) ÿâëÿåòñÿ èëè ïå-ðèîäè÷åñêîé, èëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèñêðåòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíî-ãî÷ëåí. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ p(n) èìååò íóëåâîå ñðåäíååçíà÷åíèå, ò.å. M
[

p(n)
]

= 0. Íàêîíåö, â ðàçäåëå 5.4 èçó÷àþòñÿ äâà ñïåöèàëü-íûõ óðàâíåíèÿ èç êëàññà äèñêðåòíûõ àäèàáàòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ:
x(n + 2) − 2 cosω x(n + 1) +

(

1 + q(n)
)

x(n) = 0, n ∈ N, (41)ãäå 0 < ω < π, à �óíêöèÿ q(n) → 0 ïðè n → +∞. Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿïðèìåð, êîãäà
q(n) = a

sin 2ωn

nα
,

1

2
< α ≤ 1.Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ñíîâà ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå (41), íî òåïåðü

q(n) = a
sin(2ωn + γnβ)

n
, 0 < β < 1. (42)Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèé ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ òðåáóåòñÿ çíà-êîìñòâî ñ íåêîòîðîé äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèåé, êîòîðàÿ ïðèâîäèòñÿ âïðèëîæåíèè À.Â çàêëþ÷åíèè ïîäâîäÿòñÿ îñíîâíûå èòîãè ðàáîòû, à òàêæå íàìå÷àþòñÿâîçìîæíûå ïóòè ïðîäîëæåíèÿ èññëåäîâàíèÿ.Â ïðèëîæåíèè À ñîáðàíû îñíîâîïîëàãàþùèå �àêòû èç òåîðèè âðå-ìåíí�ûõ øêàë (time-sales), íåîáõîäèìûå äëÿ �îðìóëèðîâêè âàðèàíòà ìåòîäàóñðåäíåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèÿì, çàäàííûì íà âðåìåíí�ûõ øêàëàõ,áëèçêèõ ïî ñâîåìó óñòðîéñòâó ïðè t → +∞ ê ¾êëàññè÷åñêèì¿ ñëó÷àÿì T = R(îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ) è T = Z (ðàçíîñòíûå óðàâ-íåíèÿ). Âðåìåíí�îé øêàëîþ (time-sale) íàçûâàþò ïðîèçâîëüíîå çàìêíóòîåïîäìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíî îñè R. 20
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